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΄Ασκηση 1. Να αποδειχθεί διανυσµατικά ότι :

α) Η διάµεσος τραπεζίου ισούται µε το ηµιάθροισµα των δύο ϐάσεών του.

β) Οι διαγώνιοι ενός παραλληλογράµµου διχοτοµούνται.

γ) Τα ύψη ενός τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σηµείο.

΄Ασκηση 2. ΄Εστω τυχόν τρίγωνο ABΓ και ϑεωρούµε τις διαµέσους AM1 και BM2 αυτού. Αν M το

σηµείο τοµής των διαµέσων AM1 και BM2, να αποδείξετε διανυσµατικά ότι :

−−→
AM =

2

3

−−−→
AM1 και

−−→
BM =

2

3

−−−→
BM2.

΄Ασκηση 3. ΄Εστω τυχόν τρίγωνο ABΓ και ϑεωρούµε τη διάµεσο B∆ αυτού. Θεωρούµε την ευθεία

που διέρχεται από την κορυφή A του τριγώνου, το µέσο E της διαµέσου B∆ και τέµνει την πλευρά

BΓ στο σηµείο Z. Να αποδείξετε διανυσµατικά ότι :

−→
ZΓ = 2

−−→
BZ και

−→
AE = 3

−→
EZ.

΄Ασκηση 4. Θεωρούµε τα διανύσµατα
−→α ,
−→
β ,−→γ ∈ R3

, για τα οποία γνωρίζουµε ότι αποτελούν µία

ϐάση του R3
. Να αποδείξετε ότι τα διανύσµατα

−→α ×
−→
β ,
−→
β ×−→γ ,−→γ ×−→α είναι γραµµικώς ανεξάρτητα

και να συµπεράνετε ότι αποτελούν µία νέα ϐάση του διανυσµατικού χώρου R3
.

΄Ασκηση 5. Θεωρούµε µοναδιαία διανύσµατα
−→α ,
−→
β ,−→γ ∈ R3

, για τα οποία γνωρίζουµε ότι το

διάνυσµα
−→α είναι κάθετο µε τα διανύσµατα

−→
β ,−→γ . Να υπολογιστεί η παράσταση:((((−→α ×−→β )
×
−→
β
)
×
−→
β
)
×
−→
β
)
· −→γ

΄Ασκηση 6. Θεωρούµε τα διανύσµατα
−→α ,
−→
β ,−→γ ∈ R3

τέτοια ώστε
−→α +

−→
β +−→γ =

−→
0 . Να αποδειχθεί

ότι τα διανύσµατα
−→α ,
−→
β ,−→γ είναι συνεπίπεδα.

Στη συνέχεια ϑεωρούµε διάνυσµα
−→
δ ∈ R3

το οποίο ϐρίσκεται στο επίπεδο των
−→α ,
−→
β ,−→γ . Να

αποδειχθεί ότι :

(−→α ×
−→
β )× (−→γ ×

−→
δ ) =

−→
0 .

΄Ασκηση 7. Θεωρούµε τα διανύσµατα
−→α ,
−→
β ,−→γ ∈ R3

. Να δειχθεί ότι :

(−→α ×
−→
β )×−→γ = −→α × (

−→
β ×−→γ )⇐⇒ (−→α ×−→γ )×

−→
β =

−→
0 .

΄Ασκηση 8. ∆ίνονται τα διανύσµατα
−→α = (1, 1,−1),

−→
β = (1,−1, 1) ∈ R3

. Να υπολογιστεί η

παράσταση (((−→α ×−→β )
×
−→
β
)
×
−→
β
)
·
(−→α ×−→β )
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΄Ασκηση 9. ∆ίνονται τα µοναδιαία διανύσµατα
−→α ,
−→
β ,−→γ ∈ R3

, τέτοια ώστε ανά δύο έχουν ίσες

γωνίες. Θεωρούµε τα µη-µηδενικά διανύσµατα
−→
λ = −→α +

−→
β +−→γ και

−→µ = (−→α −
−→
β )× (−→α −−→γ ).

Να εξετάσετε αν τα διανύσµατα
−→
λ και

−→µ είναι µεταξύ τους παράλληλα.

΄Ασκηση 10. Να αναλυθεί το διάνυσµα
−→α = (4,−5, 3) σε δύο κάθετες µεταξύ τους συνιστώσες από

τις οποίες η µία να έχει την διεύθυνση του διανύσµατος
−→
β = (−2, 3, 1).

΄Ασκηση 11. Να ϐρεθεί το εµβαδόν του τριγώνου µε κορυφές τα σηµεία A(1, 2), B(2, 3),Γ(−4, 3).

΄Ασκηση 12. Να δείξετε ότι τα σηµεία A(3, 1, 1), B(1, 1, 1),Γ(1, 3, 5) ορίζουν ορθογώνιο τρίγωνο.

Στη συνέχεια να υπολογίσετε τις γωνίες και τα µήκη των πλευρών του τριγώνου.

΄Ασκηση 13. Θεωρούµε τα µοναδιαία διανύσµατα
−→α ,
−→
β ∈ R3

τέτοια ώστε
ˆ

(−→α ,
−→
β ) =

π

4
. Να

υπολογίσετε το εµβαδόν του παραλληλογράµµου µε διαγωνίους τα διανύσµατα
−→x = 7−→α − 3

−→
β και

−→y = −3−→α +
−→
β .

΄Ασκηση 14. ∆ίνονται τα σηµεία A(1, 1, 1), B(0, 0, 1),Γ(3, 3, 0) και ∆(1, 0, 0).

α) Να αποδειχθεί ότι τα σηµεία A,B,Γ ορίζουν τρίγωνο, του οποίου να προσδιορίσετε το εµβα-

δό.

β) Να υπολογίσετε τη γωνία AB̂∆.

΄Ασκηση 15. ΄Εστω τα διανύσµατα
−→α ,
−→
β ,−→γ ∈ R3

, για τα οποία γνωρίζουµε ότι
−→α ‖−→γ και

−→γ 6= −→0 .

Επιπλέον, ϑεωρούµε διάνυσµα
−→x ∈ R3

για το οποίο γνωρίζουµε ότι είναι κάθετο στο διάνυσµα
−→γ

και επαληθεύει τη σχέση

−→α =
−→
β +−→γ ×−→x .

Να εκφράσετε το διάνυσµα
−→x συναρτήσει των διανυσµάτων

−→α ,
−→
β ,−→γ .

Να γίνει εφαρµογή µε τα διανύσµατα
−→α = (1, 0, 1),

−→
β = (0, 1, 1),−→γ = (3, 0, 3).

΄Ασκηση 16. Αν τα διανύσµατα
−→α ,
−→
β ∈ R3

είναι γνωστά, να λυθεί ως προς το διάνυσµα
−→x ∈ R3

,

η (διανυσµατική) εξίσωση:

−→x ×−→α =
−→
β −−→x

΄Ασκηση 17. Θεωρούµε τα διανύσµατα
−→α ,
−→
β ,−→γ ∈ R3

και έστω λ ∈ R. Αν < −→α ,
−→
β > 6= 0 και

< −→α ,−→γ >= 0, να προσδιοριστεί διάνυσµα
−→u ∈ R3

τέτοιο ώστε :

−→α ×−→u = −→γ και <
−→
β ,−→u >= λ

Εφόσον κάνετε την επαλήθευση, στη συνέχεια να γίνει εφαρµογή για
−→α = (1, 2, 1),

−→
β = (−1, 4, 2),−→γ =

(3, 1,−5) και λ = 5.


